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	������ �� γ��(G) ������� ��� �
�� �� � �
�
��� 
����
��
�	 
��� �� � 	���� G� ��
���� ���� ��� ����� ����� γ��(G) ≥ �log2(n+1)�� ����� n ������� ��� ����� �� G�

�� �� 
������� �� Θ(

√
n) 
� ��� 
���� �� �
�� 	������ �������� ��
� ����� 
� �
	���

�� ���� ����� ���� ��� ����� ����� γ��(L(G)) ≤ 2 · |V (G)| − 4 ������ ��
� 
���
��
���� � 
����
���� �� �� ����
�	�  � ������!
�  � ������� ��� ��� "��� ������ �����

��� � ���
���� �� �
�� 	������ #
������ �� ���� ���� ��� ��	� 
����
��
�	 
��� �������


� $%&
�������� ���� ��� ��� 
���� �� ������ �
����
�� 	����� �� ��'
��� ��	��� (

��� ���
����
�� ���	� 	
����

�����
��� �����
��
�	 
����� )��
���
�	 ����� *
�� 	������ $%&
�����������

� �������	�
��

�� ����������� 	
�� �� � ����	 G 
� � ��
��� C �� ����
��� ���	 �	�� ���	
������ �� G 	�� � ��
��� ��� ��������� ��
�	
���	��� �
�	
� C� ����
��������� �� �	� ��� 	���� ��� ���	 ������ v ∈ V (G)� N [v] ∩ C 	= ∅ ��	���
N [v] ������� �	� ������ ��
�	
���	��� �� v�� �	�� 
�� C 
� � ���
���
�� ��� ��
G� �� �	� ��	�� 	���� ��� ���	 ��
� u, v �� �
��
��� ����
��� �� G� N [u]∩C 	=
N [v] ∩ C�  	
� ������� ��� 
��������� 
� !""# $"% ��� 
� � ���������
�� ���
���� ���� $!�&�'�(�)�#�"�!*%��

1 ���� �������� �� �	

����
 �� ��� ��� ������� ���� � �
��������� ����� �� ��������

���
��� ����� ��!�����"� #��$�#�%%&
2 �'���( ���������	�
���
��
�����
����������
3 �'���( �
��
��	����
�������	������������������	�������
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 	��� 	��	 e ∈ E(G)� I[e] ∩ CE 	= ∅ ���	
	 I[e] �	�
�	� ��	 �	�

� 	��	� �����	�� �
 e �
�	��	
 ���� e ���	���� �

	
�	
� �

 	��� ���
 e, f 
�
�������� 	��	� 
� G� I[e] ∩ CE 	= I[f ] ∩ CE�

�
�	 ���� CE �� �� 	��	 ��	�������� �
�	 
� G �� ��� 
��� �� CE �� ��
��	�������� �
�	 �� L(G)� ��	 ���	 �
��� 
� G� �	��	� ��	 ����� 
� 	��	
��	�������� �
�	� �� ��	 ����� 
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�	� �� ���	 �
�����
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���	� ������ ��	 ���	 ��
�	� �	����
�
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�� !	 ��� ���� �
�
��� G �� �������������
�� �� L(G) �� ��	���"���	� �� �� 	��� �
 
��	
�	 ���� �
�
��� �� 	��	#��	���"���	 �� ��� 
��� �� �� ��� �
 ���
 u, v 
� �	
���	� ���� ����
d(u) = d(v) = 1 ��� ��	� ���	 � �
��
� �	����
�
� 

 d(u) = d(v) = 2� u
��� v �
	 �����	��� ��� ��	� ���	 � �
��
� �	����
�
�

!	 �	"�	 ��	 ����������� 	
�� ���
�� 
� �� ��	���"���	 �
��� G� �	�
�	�
γ��(G)� �
 �	 ��	 ��
�������� 
� � �������#��$	 ��	�������� �
�	 
� G� �� G
�� 	��	#��	���"���	� ��	 ���� ����������� 	
�� ���
�� 
� G� �	�
�	� γ���(G)�
�� ��	 ��
�������� 
� � �������#��$	 	��	 ��	�������� �
�	 
� G� �� G �� 	��	#
��	���"���	� �� �
��
�� ���� γ���(G) = γ��(L(G))�
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������� ��	 �� �� ���� ����������� 	
�� CE 
� � �
�������� ����� G ����	��

� 	
���	��� ��
����� G′ 
� G� ���� G ��� �� �
��
(|CE |+2

2

)− 4 ������

1�	 ���� ��	� 
� ��	 �


� �� ���� 	��� 	��	 e = uv 
� G �� �����	��
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���������� �	 �
� ��� �
 ����� �
 G′ �������� �� u �����
�� ���
 �
� ��� �

����� �
 G′ �������� �� v� �
��� ��� �� ���� |V (G′)| + (|V (G′)|

2

)
=

(|V (G′)|+1
2

)

���
 ����� ����� �
 G′ �� ��� � ����� |V (G′)| ≤ |CE| ��� �� ��� ����� �
 G′ ��
� ����� �� 
���
�� �
�� �
�� �� ����� 
��� �
 �
��� ���� ������ �� ����� �
��

������ �
� ������

�
�� �
� �������
 ������� �	 CE �� ��� ����������	 ���������� �� ����

������� ��� ��� G �� �� ����	
����
����� �
��� �
�� γ���(G) = k� ����

|E(G)| ≤ (4
3
k

2

)
�
( 4

3
(k−1)+1

2

)
+1�

( 4
3
(k−2)+2

2

)
+2 ��
 k ≡ 0, 1, 2 mod 3 
������
�����

�� ����� �� ����� �
��� �� �������� ��� ����
� 
����� ������� ������ �

����� ����� �
� ����
� 
����� ���� ������
	��� ���� ������ k� �� �
�� �
��
�
��� ������ ���
 � ����
� G� 
����� �� ���� ������
	��� ���� CE ���
 |CE| = k
���
 �
�� ��� ��� ��� ��������� ���������� �
 G[CE] ��� �������
�� �� P4�
�
� ��
�� ��� ���������� ��� �� ���
� �
 �����
 �� ���� � ����
 �������
������������ � �
� ����� �� ���
� ��� �������� �������� ��� ����� ������ �
�
����
� �
�� ����� �
� 
�������� ��������	�

	���

��� ��
 ��� G �� �� 
����
����� �
�� �
���� ���� γ��(G) >
3
√

2|V (G)|
4

�

� ����� ���	
�

!������ ����� ������ 
�� ��������� γ�� ����� �� �
� ����������� �� ��� �
���
�� "#$ �
�� ��	 ���%������� ������&���� ����
 �
 ����� n ������ �� ������
	���
���� �
 ��'� n−1� �
� ����� �
 ����
� G ���
 γ��(G) = n−1 ��� ������&�� �� "�$�
�� �� ���	 �� �
��( �
�� ���� ��� ��� �
 �
� ����
� �
 �
�� ����� ��� ���� ����
��
�
��� �
 G �� �� ������&���� ���� ����
 ���
 G /∈ {P3, P4, C4, C4 �� K1, P4 ��
K1,L(K4)} ��
��� �� ������� �
� )��� ��������� � �
�� γ��(G) ≤ n− 2� !����
γ���(K2,r) = 2r − 2� �
�� ����� �� ���
� 
�� �� ��&���� 
����	 �
 ����
��

�� ��� ���)������� �� "*$ �
�� 
�� ��������� ������&���� ����
� �
 �������
������ Δ� �
� ������� ����� ����� �
 n− 1 ��� �� �������� �� n− n

Δ
+O(1)�

+�� ��	 Δ ��� ����������	 ����� n� �
��� ����� Δ%������� ���� ����
� G �
 �����
n 
����� γ��(G) = n− n

Δ
� ������� �������� �
� 
�������� ������������� ,����

��	 Δ%������� �������� ���������
 H� ��������� ���
 ���� �
 H ����� ��� ���
H ′ �� �
� ��������� ����
� -��� ��� ��� ��� �
�� �
� ����
 L(H ′) �� ����%
���
��� γ��(L(H ′)) = n− n

Δ
�

������� 
�� ��� G �� �� ����	
����
����� �
��� ��� ��� CE �� � �
�
���

���� 
����
��
�� ���� �� G� ���� G′ = G[CE] 
� �	������
�����

�� ����� �� ����� �
��� �� �������� �� ���� uv ��������� �� CE� ��� ��� �
�
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����� ��������	 �
 ��	 �	
���������� �
 uv �� �	��	 �� ���	� {v1, . . . , v|V (G′)|}
��	� V (G′) ���� ���� 	��� �	��	� vi ��� �	��		 �� ���� � 
� G[{vi, . . . , v|V (G′)|}]�
�� 
����	� ������
� �
 ��	 ����
 �	 ����
� ��	 
�����
�� �	�����

��������� ��	 �� G �� �� ��	�
��������
�� 	���� �� n �������� ��� ����������
�� K4� ���� γ���(G) ≤ 2n− 4�

����
�	�
�� ��	 	�����	 �
 K4 �
��� ��	 	��	� ��
� ����� 
� �
���� ���	�
��	�� 
�� r ≥ 3 �	 ���	 γ���(K2,r) = 2r − 2 = 2n− 6�

�� ���������  �� ���	��	� �
�� ���	 	��� ��������
���� �	 ���� ���� ��	
���!	����	 �
 "#$ ����� 
�� ���	 �������� �
 �
�	 �������

��������� ��� �� G �� �� ��	�
��������
�� 	���� �� �����	� ��	��� �� ����� ��

���� γ���(G) ≤ n− n
Δ(L(G))

� ����� n = |V (L(G))|�

� �������	
�

%
�	� � ����� G ��� �� 
��	�	� k� ��	 &'%& ('�)'& �����	� ����
���

� �	�
�
�� ��	��	� G ��� �� 	��	 
�	��

�
�� ���	 �
 �
*	 �� ���� k� +�	
('�)'& �����	� ��,� ��	��	� G ��� �� 
�	��

�
�� ���	 �
 �
*	 �� ���� k�

+�	 
�����
�� �	���
��	� �	��
�� �
 ��	 -./0/1 2≤ 3, 33�4/+ �����	� ���

�������	� ��� ����	� �� �	 0-������	�	 
� "5$� +�	 
������	 
� � ����	��
��
Q �
 �����	� ��	� � �	� X �
 ����	�� ���
���	�� ��	�	 	��� �����	 �����
�� ��
���� ���		 �
��
��� �
�	����� &��� ���
���	 ���	��� 
� 	������ ��� �����	� 
� 
��
�����	���	� 
���� ��� 
� 	������ ��	 �����	 
� 
�� �	���	� 
���� 6
������ ��	
�
����
�	 
��
�	��	 ����� B(Q)� �	��	� ��	� ��	 �����	� ��� ��	 ���
���	�� 
�
������� +�	 -./0/1 2≤ 3, 33�4/+ �����	� 
� ����� �	�
�
�� 

 Q ��� �	
���
��	�� ���� ��	��	� ��	�	 
� � ����� ���
���	�� �
 ��	 ���
���	� �
 X ����
���� 	��� �����	 �����
�� �� �	��� ��	 ���	 �
�	����

0��	 ���� &'%& ('�)'& 
� 	���	�����	 
� �����
� �	���� ���	� ���
�
��
�� 7����
����
�� ��	� 	��	�� 8	��	 
� 
������ 
��� �����	��	9� ��	��	�
2�		 ":$3 ���� 
� 
� �
�	�� �
�	 �������	 
�� ��� ����� �
 ������ ���
�� �����	�
��		��
��� 2	��� ��		�� �	�
	��������	� ������ �� ���	������� ������3� 8��	�	��


�����
 ��� ���� ������ �� � 
�������� ���� ���� ���������� �� ���


��� 
�������� 	����� �� ��!��"� ��	��� # ��� ��
�������$ ���	� 	�����

+�	 ����
 
� � �	����
�� 
��� -./0/1 2≤ 3, 33�4/+ �� &'%& ('�)'&�
.	� Q = {Q1, . . . , Qm} �	 �� 
������	 �
 -./0/1 2≤ 3, 33�4/+ ��	� ��	
�	� �
 ����	�� ���
���	� X = {x1, . . . , xn}� %
�	� ��� 
��	�	�� λ ≥ 2 ���
μ ≥ 1� �	 ��
�� ��	 ����� GQ(λ, μ) �� 
������� 6�� 	��� ���
���	 xj ��� 	���
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������ Qi �� ��	�
 ��� ���
����� Gxj
(μ) ��
 GQi

(λ) �������	����� �� ����� 	�
�	
���� �� � ��
 �� ��� ���� ������ Qi = {li1 , li2 , li3}� �� 	
���	�� ��� ������
���������	�
 lik 	� ������ 
�

�� GQi

(λ) �	�� ��� �� ��� ����	��� ���������	�

lik 	� ��� ���������
	�
 ���	���� 
�

��� ��� 	
���	����	�� �� ��� ����	��� ���
�� 
��� ���� ���� GQ(λ, μ) 	� ������� ��� ����� ���������	�� ��� �� 
��� 	�
�������	�� �	��� �������� GQ(λ, μ) 	� �	����	��� ��� ���	��� 
�
��� �� ��


	��� min{4μ, 8(λ+1)}�  ��� 	� ��� �� ����� ���� Q 	� ���	������ 	� ��
 ����
	� GQ(λ, μ) ��� �� 	
���	��	�
 ��
� �� �	!� �� ���� k = (21λ+4)m+(17μ−12)n�

G G

P

������ �� 	�
���� P ��
����

...

x1
j xj x2

j

P P P P P P

P

P P P

2μ− 3 �	���

������ �� �
��
��� �
���� Gxj (μ)

GQ(λ, μ) 	� �	����	��� "���� L(GQ(λ, μ)) 	� ������� #��$� �������� L(GQ(λ, μ))
	� ������� ��� ���	��� 
�
��� % ��
 ��	&�� ������ �� "���� �� 
��'

��������� ��	 ������ �� �	
��
����� ���� ���� ���������� �� ������� �


��������� ������ ���� ������ �� 
���
�
 ������ � 

����������

��� �� ������ ��
��
� ���
�����
� ����� �
 ����� 

� ��
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