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Organisation du cours

® 6 semaines + DS la 7e semaine
®* 6CM,8TD, 3TP
® Espace Moodle pour les supports

Programme :

9.
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Semaine 1:
Semaine 2 :
Semaine 3 :
Semaine 4 :
Semaine 5 :
Semaine 6 :

Introduction + complexité algorithmique F. Foucaud
Terminaison + correction M. More
Diviser pour régner P. Lafourcade
Borne inférieure (tris) + réductions entre problemes M. More
Classes de complexité + programmation dynamique F. Foucaud
Avancées récentes de la recherche + révisions P. Lafourcade
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Historique

® Premiers algorithmes :

> Babylone, -2500 / Egypte ancienne, -1500 / Inde, -800 : premiers algorithmes (ex :
divisions)
Gréce antique, -250 : nombres premiers (Euclide, Eratosthéne)
Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique

(Muhammad ibn Musa al Khwarizmi, mathématicien le plus lu au Moyen-Age)

> 1230 : — Alchoarismi — Algorismo : notion d’algorithme

Yvy

Muhammad ibn Musa al Khwarizmi al-Kitab al-mukhtasar
(780-850) al-jabr wal-mugabala (820)
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Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique
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> 1230 : — Alchoarismi — Algorismo : notion d’algorithme

Yvy

* David Hilbert, 1928 : existe-t-il un algorithme pour résoudre toute question
mathématique?  (Entscheidungsproblem, traduit en “probleme de décision”)

p—

David Hilbert (1862-1943)
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® Premiers algorithmes :

> Babylone, -2500 / Egypte ancienne, -1500 / Inde, -800 : premiers algorithmes (ex :
divisions)
Gréce antique, -250 : nombres premiers (Euclide, Eratosthéne)
Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique

(Muhammad ibn Musa al Khwarizmi, mathématicien le plus lu au Moyen-Age)

> 1230 : — Alchoarismi — Algorismo : notion d’algorithme

Yvy

* David Hilbert, 1928 : existe-t-il un algorithme pour résoudre toute question
mathématique?  (Entscheidungsproblem, traduit en “probleme de décision”)

® Kurt Godel, 1931 : théoreme d’incomplétude (logique mathématique)

Kurt Gédel (1906-1978)
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Historique

® Premiers algorithmes :

> Babylone, -2500 / Egypte ancienne, -1500 / Inde, -800 : premiers algorithmes (ex :
divisions)
Gréce antique, -250 : nombres premiers (Euclide, Eratosthéne)
Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique

(Muhammad ibn Musa al Khwarizmi, mathématicien le plus lu au Moyen-Age)

> 1230 : — Alchoarismi — Algorismo : notion d’algorithme

Yvy

* David Hilbert, 1928 : existe-t-il un algorithme pour résoudre toute question
mathématique?  (Entscheidungsproblem, traduit en “probleme de décision”)

® Kurt Godel, 1931 : théoreme d’incomplétude (logique mathématique)

® Alonzo Church et Alan Turing, 1936 : solution a I'Entscheidungsproblem : NON!
(— probléme de I'arrét, machines de Turing)

Alan Turing (1912-1954) Alonzo Church (1903-1995)
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Historique

® Premiers algorithmes :

>
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Babylone, -2500 / Egypte ancienne, -1500 / Inde, -800 : premiers algorithmes (ex :
divisions)
Gréce antique, -250 : nombres premiers (Euclide, Eratosthéne)
Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique

(Muhammad ibn Musa al Khwarizmi, mathématicien le plus lu au Moyen-Age)
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* David Hilbert, 1928 : existe-t-il un algorithme pour résoudre toute question
mathématique?  (Entscheidungsproblem, traduit en “probleme de décision”)

® Kurt Godel, 1931 : théoreme d’incomplétude (logique mathématique)

® Alonzo Church et Alan Turing, 1936 : solution a I'Entscheidungsproblem : NON!

(— probléme de I'arrét, machines de Turing)

® Alan Cobham et Jack Edmonds, 1965 :
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un algorithme est efficace s'il est polynomial

Jack Edmonds (1934-) Alan B. Cobham (1927-2011) 3/21



Historique

® Premiers algorithmes :

>

Yvy

Babylone, -2500 / Egypte ancienne, -1500 / Inde, -800 : premiers algorithmes (ex :
divisions)
Gréce antique, -250 : nombres premiers (Euclide, Eratosthéne)
Inde, 450 : résolution d’équations (Kuttaka)
monde arabo-persan, 850 : cryptographie, arithmétique

(Muhammad ibn Musa al Khwarizmi, mathématicien le plus lu au Moyen-Age)
1230 : — Alchoarismi — Algorismo : notion d’algorithme

* David Hilbert, 1928 : existe-t-il un algorithme pour résoudre toute question
mathématique?  (Entscheidungsproblem, traduit en “probleme de décision”)

® Kurt Godel, 1931 : théoreme d’incomplétude (logique mathématique)

® Alonzo Church et Alan Turing, 1936 : solution a I'Entscheidungsproblem : NON!

(— probléme de I'arrét, machines de Turing)

® Alan Cobham et Jack Edmonds, 1965 :

un algorithme est efficace s'il est polynomial

® Années 1970 : théorie de la complexité

9.
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classification rigoureuse des problémes algorithmiques
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Problématiques

Question J

Mon algorithme se termine-t-il, ou au contraire, peut-il boucler a I'infini?
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Problématiques

Question

Mon algorithme se termine-t-il, ou au contraire, peut-il boucler a I'infini?

Question

Mon algorithme est-il correct? Calcule-t-il bien ce qu’il est sensé calculer?

Question

Mon algorithme est-il efficace? Ou peut-on trouver un meilleur algorithme pour
résoudre le méme probleme?
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Complexité d’un probleme algorithmique

Probleme algorithmique : une entrée + une sortie attendue

Exemples :

® Multiplier deux nombres
Entrée : les 2 nombres en binaire. Sortie : leur produit en binaire.

® Trier une liste d’entiers
Entrée : la liste non triée. Sortie : la liste triée.

® Trouver un plus court chemin de A a B dans un graphe
Entrée : le graphe, les 2 sommets A et B. Sortie : le chemin.

® Couvrir un réseau avec k antennes radio
Entrée : le réseau (graphe), I’entier k. Sortie : la position des antennes.
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Algorithme : série d'instructions qui résoud un probleme algorithmique donné
pour un humain : manuel, instructions, recette de cuisine...
pour une machine : ~ programme informatique
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Complexité d’un probleme algorithmique

Probleme algorithmique : une entrée + une sortie attendue

Exemples :

® Multiplier deux nombres
Entrée : les 2 nombres en binaire. Sortie : leur produit en binaire.

® Trier une liste d’entiers
Entrée : la liste non triée. Sortie : la liste triée.

® Trouver un plus court chemin de A a B dans un graphe
Entrée : le graphe, les 2 sommets A et B. Sortie : le chemin.

® Couvrir un réseau avec k antennes radio
Entrée : le réseau (graphe), I’entier k. Sortie : la position des antennes.

Algorithme : série d’instructions qui résoud un probléme algorithmique donné
pour un humain : manuel, instructions, recette de cuisine...
pour une machine : ~ programme informatique
Variantes :
® problemes online
® problemes en streaming
* problemes de requétes (grandes masses de données)
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Complexité algorithmique

Complexité d'un algorithme : quantité de ressources nécessaires a l'algorithme, en
fonction de la taille n de I’entrée
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Complexité algorithmique

Complexité d'un algorithme : quantité de ressources nécessaires a l'algorithme, en
fonction de la taille n de I’entrée

Complexité d'un probleme algorithmique P : meilleure complexité d’un algorithme
qui résoud le probléme P

Quelles ressources mesure-t-on?
* Complexité en temps T(n) : plus petit nombre d’'étapes
* Complexité en mémoire M(n) : plus petit espace mémoire

Remarque : M(n) < T(n)

Comment les mesure-t-on?
* Complexité dans le pire des cas (colGt maximum)

* Complexité en moyenne (colt moyen)
— selon une distribution probabiliste des entrées

* Complexité amortie (co(t moyen)
— sur un ensemble d’exécutions successives
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Taille de I’entrée

Attention a I'encodage!
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Taille de I’entrée

Attention a I'encodage!
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® Entier en langage C — borné par 8 octets (constante)

® Tableau d’entiers de longueur n — nx (taille d’un entier)
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Taille de I’entrée

Attention a I'encodage!

® Entier n quelconque — [log,(n)] bits
® Entier en langage C — borné par 8 octets (constante)
® Tableau d’entiers de longueur n — nx (taille d’un entier)

® Graphe a n sommets et m arétes — (n+ m)x (taille d'un entier)
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Explosion combinatoire

Complexité algorithmique en temps pour un probléme donné :
T(n) opérations pour une entrée de taille n

Meilleurs probléemes : complexité constante T(n) — 1, 10 ou logarithmique
T(n) — log,(n), 3log(n)...

Meilleurs problemes : complexité linéaire T(n) — 10n,2n,1000n,n ...

Problémes “raisonnables” : complexité polynomiale T(n) — 4n?2, 10n3, n1000
(en pratique : au-dela de O(n?), c’est compliqué)

Problémes difficiles : complexité exponentielle T(n) — 2", n!, n", 22" ...
— Intuition : on teste toutes les solutions possibles
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Explosion combinatoire
Complexité algorithmique en temps pour un probléme donné :
T(n) opérations pour une entrée de taille n

Meilleurs problémes : complexité constante T(n) — 1, 10 ou logarithmique
T(n) — log,(n), 3log(n)...

Meilleurs problemes : complexité linéaire T(n) — 10n,2n,1000n,n ...

Problémes “raisonnables” : complexité polynomiale T(n) — 4n?, 10n3, n1000
(en pratique : au-dela de O(n?), c’est compliqué)

Problemes difficiles : complexité exponentielle T(n) — 2", n!, n", 22" ...
— Intuition : on teste toutes les solutions possibles

T(n) || n=10 | n=50 | n=100 | n=200 | n=300
n 10 50 100 200 300
100n 1000 5000 10000 20000 30000
n? 100 2500 10000 40000 90000
2" 1024 (16 chiffres) | (31 chiffres) (60 chiffres) (91 chiffres)
n! 3628800 | (64 chiffres) | (157 chiffres) | (374 chiffres) | (614 chiffres)
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Explosion combinatoire
Complexité algorithmique en temps pour un probléme donné :
T(n) opérations pour une entrée de taille n
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Explosion combinatoire
Complexité algorithmique en temps pour un probléme donné :
T(n) opérations pour une entrée de taille n

Meilleurs problémes : complexité constante T(n) — 1, 10 ou logarithmique
T(n) — log,(n), 3log(n)...
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Explosion combinatoire
Complexité algorithmique en temps pour un probléme donné :
T(n) opérations pour une entrée de taille n
Meilleurs problémes : complexité constante T(n) — 1, 10 ou logarithmique

T(n) — log,(n), 3log(n)...
Meilleurs problemes : complexité linéaire T(n) — 10n,2n,1000n,n ...

Problémes “raisonnables” : complexité polynomiale T(n) — 4n?2, 10n3, n1000
(en pratique : au-dela de O(n?), c’est compliqué)

Problemes difficiles : complexité exponentielle T(n) — 2", n!, n", 22" ...
— Intuition : on teste toutes les solutions possibles

2n
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teg3(n)

]
/
|
f
|
I
I
I
/
f
/
/
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n varie de 0 a 1000 (échelle aplatie)
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Un exemple simple : calcul de la factorielle

factorielle(n)

Entrée : un entier n
Sortie : n!

ei = n

eres =1

Tant que { > 1 faire :
— res = res *i
— i = i-1

e Retourner res

Opérations élémentaires :
* affectations
® opérations arithmétiques
* opérations booléennes
® acces a un tableau
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Un

exemple simple : calcul de la factorielle

factorielle(n)

- Entrée : un entier n

- Sortie : n!
ei = n 1 opération : affectation
eres =1 1 opération : affectation
e Tant que { > 1 faire : 1 opération par tour de boucle
+ 1 opération supplémentaire
—res = res xi 2 opérations : affectation et multiplication
—i = i-1

e Retourner res

Opérations élémentaires :

9.
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affectations

opérations arithmétiques
opérations booléennes
acces a un tableau
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- Entrée : un entier n

- Sortie : n!

ei = n 1 opération : affectation

eres =1 1 opération : affectation

e Tant que { > 1 faire : 1 opération par tour de boucle

+ 1 opération supplémentaire

—res = res xi 2 opérations : affectation et multiplication
— i =i-1 2 opérations (idem)

e Retourner res 1 opération

Opérations élémentaires :
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Un

exemple simple : calcul de la factorielle

factorielle(n)
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- Sortie : n!
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S&ivt

T(n) 2+5(n—1)+1+1
2+45n—5+1+1

5n—1
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eres =1 1 opération : affectation
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e Retourner res 1 opération

Au totalon a:
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Quelle complexité?
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- Sortie : n!
ei = n 1 opération : affectation
eres =1 1 opération : affectation
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Au totalon a:
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e Tant que { > 1 faire : 1 opération par tour de boucle
+ 1 opération supplémentaire
—res = res xi 2 opérations : affectation et multiplication
— i =i-1 2 opérations (idem)
e Retourner res 1 opération

Au totalon a:
T(n) 2+5(n—1)+1+1
2+5n—5+1+1

5n—1

Quelle complexité?
Cela dépend de I’encodage'!
si n est arbitrairement grand, encodage avec [log,(n)] bits — Exponentielle car
5n—1=5x 2/°%2(M _71

-'.°iu§i n est codé sur 4 ou 8 octets : complexité “constante”, puisque n < 2°3
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Complexités typiques : des exemples concrets

® Recherche dichotomique dans un ensemble trié de taille n : log,(n)
(logarithmique)
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Recherche dichotomique dans un ensemble trié de taille n : log,(n)
(logarithmique)

Parcourir un ensemble de taille n non trié : n (linéaire)

Multiplier 2 nombres binaires a n bits : nlogn (2021, presque linéaire)
Trier naivement un tableau d’entiers : n? (quadratique)

k boucles imbriquées de longueur n chacune : n (polynomial)

Parcourir les sous-ensembles d’'un ensemble de taille n : 2"
(exponentiel simple)

Enumérer toutes les partitions d’un ensemble de taille n : n”
(= 2n1092(")  syper-exponentiel)
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Faut-il vraiment étre si précis?

Le plus souvent, on souhaite simplement distinguer les types de complexité
— logarithmique, linéaire, quadratique, exponentiel...
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La complexité exacte dépend de toute facon de la machine, du langage de
programmation, du compilateur...
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Faut-il vraiment étre si précis?

S iut

Le plus souvent, on souhaite simplement distinguer les types de complexité
— logarithmique, linéaire, quadratique, exponentiel...

La complexité exacte dépend de toute facon de la machine, du langage de
programmation, du compilateur...

On utilise pour cela des notations asymptotiques qui omettent les facteurs
constants et les “cas de base pathologiques”.
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Notations asymptotiques : grand Oh

Inventées de 1894 a 1960 par Bachmann, Hardy, Knuth, Landau, Littlewood...

Définition (Grand Oh)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € O(g(n)) si il existe une constante c >0 e R
et un rang no € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) < c-g(i).
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Intuitivement : f ne grandit pas plus vite que g (a facteur constant prés) lorsque n
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et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) < c-g(i).
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Notations asymptotiques : grand Oh
Inventées de 1894 a 1960 par Bachmann, Hardy, Knuth, Landau, Littlewood...

Définition (Grand Oh)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € O(g(n)) si il existe une constante c > 0 e R
et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) < c-g(i).

cg(n)

Exemples :
e 21000 ¢ O(l)
® 100n € 0(n/1000)
® 1000n € O(n?/10)
* n+n?+log(n) € O(n3)

2
o

f(n)=0(g(n))

Intuitivement : f ne grandit pas plus vite que g (a facteur constant prés) lorsque n
est suffisamment grand

Abus de notation : 10n = O(n?)
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Notations asymptotiques : grand Omega

“La réciproque du Grand Oh”

Définition (Grand Omega)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € Q(g(n)) si il existe une constante c >0 € R
et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) > c-g(i).
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Notations asymptotiques : grand Omega
“La réciproque du Grand Oh”
Définition (Grand Omega)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € Q(g(n)) si il existe une constante c >0 € R
et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) = c-g(i).

f(n)

cg(n)

|
|

|

|

|

|

|

i

: n
n_

0

f(n)= Omegalg(n))

S iut 13/21



Notations asymptotiques : grand Omega
“La réciproque du Grand Oh”

Définition (Grand Omega)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € Q(g(n)) si il existe une constante c >0 € R
et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) = c-g(i).

f(n)

cg(n)

|
|

|

|

|

|

|

!

: n
n_

0

f(n)= Omegalg(n))

Intuitivement : f ne grandit pas moins vite que g (a facteur constant prés) lorsque
n est suffisamment grand

S iut 13/21



Notations asymptotiques : grand Omega
“La réciproque du Grand Oh”

Définition (Grand Omega)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € Q(g(n)) si il existe une constante c >0 € R
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Notations asymptotiques : grand Omega
“La réciproque du Grand Oh”

Définition (Grand Omega)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € Q(g(n)) si il existe une constante c >0 € R
et un rang ng € N tels que, pour tout entier i > ng, on a f(i) = c-g(i).

f(n)
Exemples :
cg(n)
* 21000 € (1)

/ * n2/1000 € Q(100000n?)
i * nlog(n)/10 € Q(100n)
°* n3—n?2eQ(n?)
: n
n_0

f(n)= Omegalg(n))

Intuitivement : f ne grandit pas moins vite que g (a facteur constant prés) lorsque
n est suffisamment grand

Remarque : Si f(n) € O(g(n)), alors g(n) € Q(f(n)) et inversement
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Notations asymptotiques : Theta

“La combinaison du grand Oh et du grand Omega”

Définition (Grand Theta)
Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € ©(g(n)) si f(n) € O(g(n)) et f(n) € Q(g(n)).
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Notations asymptotiques : Theta
“La combinaison du grand Oh et du grand Omega”

Définition (Grand Theta)
Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € ©(g(n)) si f(n) € O(g(n)) et f(n) Q(g(n)).J

c2g(n)

f(n)

clg(n)

n_0
f(n)=theta(g(n))

Intuitivement : f et g grandissent aussi vite I’'une que I’autre (a facteur constant
pres) lorsque n est suffisamment grand
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Notations asymptotiques : Theta

S iut

“La combinaison du grand Oh et du grand Omega”

Définition (Grand Theta)

Soient deux fonctions f, g : N — N. f(n) € ©(g(n)) si f(n) € O(g(n)) et f(n) Q(g(n)).J

c2g(n)
f(n} Exemples :
e 21000 ¢ 9(1)
cigln) ® 1000n € ©(n/1000)

® 10n2 +36n € ©(n?)
°* n3—n?2e0(n3

n_0
f(n)=theta(g(n))

Intuitivement : f et g grandissent aussi vite I’'une que I’autre (a facteur constant
pres) lorsque n est suffisamment grand
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Classes de complexité

® Complexité logarithmique : ©(log(n))

® Complexité linéaire : ©(n)

* Complexité quadratique : ©(n?2)

* Complexité cubique : ©(n3)

® Complexité polynomiale : ©(n¢) pour c > 1

® Complexité exponentielle : ©(c™) pour c>1
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Leonardo Pisano dit Fibonacci

(1170-1250) rédige le Liber abaci
vers 1202.

Probleme inspiré par les écrits de
I'Indien Acharya Pingala (-200) :

Possédant initialement un couple
de lapins, combien de couples
obtient-on en 12 mois si chaque
couple engendre tous les mois un
nouveau couple a compter du
second mois de son existence?

Les lapins de Fibonacci (1170-1250)
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Les lapins de Fibonacci : modélisation

Fn = nombre de couples de lapins au n-ieme mois

Fo = F1 =1 Condition initiale
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Les lapins de Fibonacci : modélisation

Fn = nombre de couples de lapins au n-ieme mois

Fo = F1 =1 Condition initiale
Fr,=2

F3=3

S iut

17/21



Les lapins de Fibonacci : modélisation

Fn = nombre de couples de lapins au n-ieme mois

Fo = F1 =1 Condition initiale

Fr,=2
F3=3
Fa=5

S iut

17/21



Les lapins de Fibonacci : modélisation

Fn = nombre de couples de lapins au n-ieme mois

Fo = F1 =1 Condition initiale

F=2
F3=3
Fa=5

Fn=Fp-1+Fpn-2

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,144, 233,377,610,987,1597,2584,4181, 6765,

10946,17711,28657,46368,75025,121393,196418,317811,514229, 832040,
1346269,2178309,3524578,5702887,9227465,14930352,24157817, ---
2ivt https://oeis.org/ : The On-Line Encyclopedia of Integer Sequencgg,;



Les lapins de Fibonacci : algorithme récursif

S iut

Fibo(n):

- Entrée : un entier n
- Sortie : la néme valeur de la suite de Fibonacci

®Sin == 0oun == 1:
Retourner 1
® Sinon:

Retourner Fibo(n—1) + Fibo(n—2)
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Les lapins de Fibonacci : algorithme récursif

Fibo(n):

- Entrée : un entier n
- Sortie : la néme valeur de la suite de Fibonacci

®*Sin==0o0un == 1:
Retourner 1
® Sinon:

Retourner Fibo(n—1) + Fibo(n—2)

Complexité en nombre d’opérations + notée T(n)
T(n)=T(h—1)+T(n—2)+7
T(0)=T(1)=4

Ordre de grandeur?

4,4,15,26,48,81,...

S iut
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Les lapins de Fibonacci (suite)

Ordre de grandeur
T(N)=T(h—1)+T(h—2)+7;, T(0)=T(1)=4
2T(n—2)<T(n)<2T(n—1)
2M2IT(2) < T(n) < 2"71T(2)

log, T(n) = ©(n)

Peut-on faire mieux?

S iut 19/21



Les lapins de Fibonacci : amélioration?

Idée : stocker les valeurs dans un tableau au fur et a mesure
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Les lapins de Fibonacci : amélioration?

Idée : stocker les valeurs dans un tableau au fur et a mesure

Peut-on faire encore mieux?
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La fonction d’Ackermann

La fonction d’Ackermann A(m, n) est définie récursivement de la facon suivante :
* Alm,n)=n+1sim=0
* Al(m,n)=A(m—1,1)sim>0etn=0
®* Alm,n)=A(m—1,A(m,n—1)) sinon
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* Alm,n)=n+1sim=0
* Al(m,n)=A(m—1,1)sim>0etn=0
®* Alm,n)=A(m—1,A(m,n—1)) sinon

Premiere fonction de I'histoire, découverte par Wilhelm Ackermann, qui n’est pas
primitive récursive

— ne peut pas étre calculée de facon itérative par des boucles imbriquées de
longueur fixées a I'avance.
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La fonction d’Ackermann

La fonction d’Ackermann A(m, n) est définie récursivement de la facon suivante :
* Alm,n)=n+1sim=0
* Al(m,n)=A(m—1,1)sim>0etn=0
®* Alm,n)=A(m—1,A(m,n—1)) sinon

Premiere fonction de I'histoire, découverte par Wilhelm Ackermann, qui n’est pas
primitive récursive

— ne peut pas étre calculée de facon itérative par des boucles imbriquées de
longueur fixées a I'avance.

Utilisée comme benchmark pour la puissance récursive des compilateurs
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