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TD 08 – NP-complétude bis

Exercice 1. Vertex Cover avec degré pair
Soit G = (V, E) un graphe. Une couverture de sommets de taille k est un sous-ensemble de sommets V′

de taille k tel que pour toute arête uv ∈ E, on a u ∈ V′ ou v ∈ V′ (ou les deux). Autrement dit, les
sommets choisis "couvrent" toutes les arêtes du graphe.
Montrer que le problème suivant est NP-complet :

Vertex Cover Avec Degré Pair

Instance : Un graphe G = (V, E) dont tous les sommets sont de degré pair, et k ≥ 1 un entier.
Question : Existe-t-il une couverture de sommets de G de taille inférieure ou égale à k ?

Exercice 2. Hamiltonien
On définit le problème suivant :

Hamiltonian Cycle (HC)
Instance : Un graphe G = (V, E)
Question : Existe-t-il un cycle qui passe par chaque sommet une et une seule fois ?

1. Montrer que ce problème appartient à la classe NP.

2. Dans le problème SAT, montrer qu’on peut supposer sans perte de généralité qu’une proposition
n’apparaît pas à la fois positivement et négativement dans une clause.

Pour montrer que ce problème est NP-difficile, on réduit le problème de satisfaisabilité d’une formule
CNF au problème de l’existence d’un circuit hamiltonien. Soit φ =

∧m
j=1 cj une formule CNF construite

à partir de propositions p1, . . . , pn.
On construit ensuite le graphe indépendant de la formule : les sommets sont d, f , pi,j avec 1 ≤ i ≤ n et
1 ≤ j ≤ 3m + 3 et les sommets cj avec 1 ≤ j ≤ m. Les arcs de ce graphe sont :
– Les arcs (d, p1,1), (d, p1,3m+3), (pn,1, f ), (pn,3m+3, f ), ( f , d).
– Pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, on a les arcs (pi,1, pi+1,1), (pi,1, pi+1,3m+3), (pi,3m+3, pi+1,1), (pi,3m+3, pi+1,3m+3).
– Pour tout 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ 3m + 2, on a les arcs (pi,j, pi,j+1), (pi,j+1, pi,j).
Ce sous-graphe est représenté sur la figure 1.
On ajoute ensuite les arcs suivant :
– Pour chaque clause j où apparaît positivement pi, on ajoute (pi,3j, cj) et (cj, pi,3j+1).
– Pour chaque clause j où apparaît négativement pi, on ajoute (pi,3j+1, cj) et (cj, pi,3j).
Ces ajouts sont représentés par la figure 2.

3. En utilisant ce graphe, montrer que le problème HC est NP-complet.

Exercice 3. Roue
Étant donné un graphe G = (V, E), une roue (non-induite, pour les plus grapheux d’entre vous) de
taille K est un ensemble de K + 1 sommets w, v1, v2, . . . , vK tels que (vi, vi+1) ∈ E pour 1 ≤ i < K,
(vK, v1) ∈ E et (vi, w) ∈ E pour 1 ≤ i ≤ K (w est le centre de la roue).
Montrer que le problème suivant est NP-complet :

Roue

Instance : Un graphe G = (V, E) et un entier K
Question : Existe-t-il une roue de taille K dans G ?
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Figure 2.1: Le sous-graphe indépendant de la formule

la destination d’un arc dont le précédent sommet est la source. Si on parvient
à choisir tous les sommets et qu’il y a un arc du dernier sommet au premier
sommet, on a obtenu un circuit hamitonien. Ceci démontre que ce problème
appartient à NP.
Pour démontrer que ce problème est NP-difficile, on réduit (en temps polyno-
mial) le problème de satisfaisabilité d’une formule CNF au problème de l’exis-
tence d’un circuit hamiltonien. Soit ' ⌘ Vm

j=1 cj une formule CNF bâtie à partir
des propositions p1, . . . , pn. Sans perte de généralité (pourquoi ?), on fait l’hypo-
thèse qu’une proposition n’apparaît pas à la fois positivement et négativement
dans une clause.
Le graphe est composé des sommets d, f , pi,j avec 1  i  n et 1  j  3m + 3
et des sommets cj avec 1  j  m. Les arcs du graphe indépendants des clauses
sont les suivants :

– On a les arcs (d, p1,1), (d, p1,3m+3), (pn,1, f), (pn,3m+3, f), (f, d).
– Pour tout 1  i  n � 1 on a les arcs (pi,1, pi+1,1), (pi,1, pi+1,3m+3),

(pi,3m+3, pi+1,1), (pi,3m+3, pi+1,3m+3).
– Pour tout 1  i  n et tout 1  j  3m + 2, on a les arcs (pi,j , pi,j+1),

(pi,j+1, pi,j).
Ce sous-graphe est représenté sur la figure 2.1.

Figure 1 – Graphe indépendant de la formule
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Figure 2.2: Ajout d’arcs par clause

Observons différentes façons de fabriquer un circuit hamiltonien pour le graphe
réduit aux sommets d , f et {pi,j}.

– On démarre avec le sommet d puis on continue par p1,1 ou p1,3m+3.
Puis selon le sommet initial on parcourt (dans cet ordre) les sommets
p1,2, . . . , p1,3m+2 ou les sommets p1,3m+2, . . . , p1,1.

– Arrivé en p1,1 ou en p1,3m+3, on choisit comme successeur le sommet p2,1

ou le sommet p2,3m+3 et on itère la construction.
– Arrivé en pn,1 ou en pn,3m+3, on continue par f et on boucle le circuit en

d.
Pour chaque clause j où apparaît positivement la proposition pi, on ajoute un
« détour » sous forme de deux arcs (pi,3j , cj), (cj , pi,3j+1). De même pour chaque
clause j où apparaît négativement la proposition pi, on ajoute un « détour »
sous forme de deux arcs (pi,3j+1, cj), (cj , pi,3j). Ces ajouts sont représentés sur
la figure 2.2.
Supposons que ' est satisfaite par l’interprétation ⌫. On construit d’abord un
circuit (non hamiltonien) de la manière suivante. On démarre en d et on poursuit
par p1,1 si ⌫(p0) = true et par p1,3m+3 sinon puis on parcourt les sommets
p1,j ainsi qu’indiqué précédemment. On continue en p2,1 si ⌫(p2) = true et
en p2,3m+3 sinon et on itère le procédé. On se termine par f et on boucle le
circuit. On choisit ensuite pour chaque clause cj un littéral xj tel que ⌫(xj) =
true. Supposons que xj = pi alors on transforme le circuit en remplaçant l’arc
(pi,3j , pi,3j+1) par le chemin (pi,3j , cj), (cj , pi,3j+1). Supposons que xj = ¬pi

alors on transforme le circuit en remplaçant l’arc (pi,3j+1, pi,3j) par le chemin
(pi,3j+1, cj), (cj , pi,3j). Le nouveau circuit est bien un circuit hamiltonien.
Supposons maintenant que l’on dispose d’un circuit hamiltonien. Nous allons
analyser la structure d’un tel circuit. Tout circuit contient l’arc (f, d). Nous
démarrons de cet arc. Après d, on poursuit par p1,1 ou p1,3m+3. Supposons que
le circuit visite p1,1 (le cas p1,3m+3 est similaire). Si le prochain sommet n’est
pas p1,2 alors p1,2 ne peut être visité que par p1,3 et le circuit ne peut plus être
prolongé (voir la figure 2.3). Donc p1,2 est visité après p1,1. De p1,2 on ne peut
aller qu’en p1,3.
A partir de p1,3, il est possible d’avoir un arc (p1,3, c1). Supposons que le prochain
sommet visité soit c1 mais qu’on ne revienne pas en p1,4. Le sommet p1,4 ne
peut être visité qu’à partir de p1,5 mais le circuit ne peut plus être prolongé.
Supposons maintenant qu’il existe un arc (p1,4, c1) (cas exclusif du précédent) et
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d.
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analyser la structure d’un tel circuit. Tout circuit contient l’arc (f, d). Nous
démarrons de cet arc. Après d, on poursuit par p1,1 ou p1,3m+3. Supposons que
le circuit visite p1,1 (le cas p1,3m+3 est similaire). Si le prochain sommet n’est
pas p1,2 alors p1,2 ne peut être visité que par p1,3 et le circuit ne peut plus être
prolongé (voir la figure 2.3). Donc p1,2 est visité après p1,1. De p1,2 on ne peut
aller qu’en p1,3.
A partir de p1,3, il est possible d’avoir un arc (p1,3, c1). Supposons que le prochain
sommet visité soit c1 mais qu’on ne revienne pas en p1,4. Le sommet p1,4 ne
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Figure 2 – Ajout d’arcs par clause
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